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Анотація
Вступ. Розглянуто проблему, пов’язану з точністю експериментального 

визначення середньоймовірного значення границі витривалості та її середньо-
квадратичного відхилення за методом «угору – униз».

Для розв’язання задачі було розглянуто приклад і проведені розрахунки, що 
дозволили побудувати залежності похибок цих характеристик опору втомі від 
режимів проведення випробувань. Було показано, що середньоймовірні значення 
границь витривалості та їх середньоквадратичні відхилення істотно залежать 
як від початкового рівня навантаження, так і від перепаду напружень між рів-
нями. Розрахунковим шляхом було встановлено, що мінімальні значення похибок 
мають місце в разі, коли початкове напруження близьке до очікуваної границі 
витривалості, а перепад напружень d є мінімальним. Мета статті – досліджен-
ня точності методу визначення границі витривалості та її розсіювання за різних 
варіантів планування випробувань. Результати. Розрахунковим шляхом отрима-
но залежності границі витривалості та її середньоквадратичного відхилення від 
інтервалу між рівнями напружень і початкового рівня навантаження, а також 
визначено значення їх похибок, які представлені в табличному та графічному 
видах. Висновки. Середньоймовірні значення границь витривалості та їх серед-
ньоквадратичні відхилення, визначені за формулами (3) та (4), залежать як від 
початкового рівня навантаження, так і від перепаду напружень між рівнями.

 Мінімальні значення похибок δσR
  мають місце в разі, коли початкове напру-

ження близьке до очікуваної границі витривалості, а перепад напружень d  міні-
мальний.
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Похибки середньоквадратичного відхилення границі витривалості δS зміню-
ються у границях, причому їх залежність від перепаду напружень і початкового 
рівня має стохастичний характер.

Ключові слова: випробування на опір втомі, ступінчасте навантаження 
об’єктів, границя витривалості.
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Summary
Introduction. The problem associated with the accuracy of the experimental 

determination of the average probable value of the endurance limit and its root-mean-
square deviation using the up-down method is considered.

To solve the problem, an example was considered and calculations were carried out, 
which made it possible to plot the dependences of the errors of these fatigue resistance 
characteristics on the test modes. It was shown that the average probable values of 
endurance limits and their root-mean-square deviations significantly depend on both 
the initial load level and the voltage drop between levels. In this case, it was found by 
calculation that the minimum error values occur when the initial stress is close to the 
expected endurance limit, and the voltage drop d is minimal. Purpose of the article is to 
study the accuracy of the method for determining the endurance limit and its dispersion 
under different test planning options. Results. The dependences of the endurance limit 
and its root-mean-square deviation from the interval between stress levels and the initial 
load level are obtained by calculation, and the values of their errors are determined, 
presented in tabular and graphical forms. Conclusions. The average probable values 
of endurance limits and their root-mean-square deviations, determined by formulas (3) 
and (4), depend both on the initial load level and on the voltage drop between the levels.

The minimum error values occur when the initial stress is close to the expected 
endurance limit, and the voltage drop is minimal.

The errors of the root-mean-square deviation of the endurance limit vary within the 
limits, and their dependence on the voltage drop and the initial level is stochastic.

Key words: fatigue resistance test, stepped loading of objects, endurance limit.
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Постановка проблеми в загальному вигляді та її зв’язок із важливими 
науковими чи практичними завданнями. Одним із завдань під час проведення 
випробувань деталей машин, конструкцій, а також їх моделей чи зразків із від-
повідних матеріалів на опір втомі є завдання, що пов’язане з визначенням гра-
ниці витривалості та її розподілом [1–5; 8–10]. Серед існуючих методів визна-
чення границі витривалості найефективнішим уважають метод ступінчастої зміни 
навантаження (метод «угору – униз») [6]. Його головною перевагою є прийнятна 
точність і скорочена кількість об’єктів, які випробовують, що дуже важливо під 
час проведення натурних випробувань. Суть цього методу полягає в послідовному 
випробуванні партії об’єктів за такою структурно-логічною схемою (рис. 1).

Рис. 1. Структурно-логічна схема випробувань методом ступінчастої зміни 
навантаження «угору – униз»

На схемі прийняті позначення: σ1 і σ2 – стаціонарні рівні напруження;  
Nδ – базова кількість циклів. Відповідно до рекомендацій [7] інтервал між рівнями 
напружень не повинен перевищувати подвоєного значення середньоквадратич-
ного відхилення границі витривалості. Необхідна кількість об’єктів випробувань 
для отримання надійного результату має становити щонайменше 30–40 штук [6]. 

Схематично процес випробувань подається у вигляді графіка (рис. 2).
Обробку результатів випробувань деталей машин на опір втомі, що пов’язане 

з визначенням границі витривалості та її розподілом [1–5; 8–10], проводять відпо-
відно до методу максимуму правдоподібності. Відповідно до цього методу мате-
матичне очікування значень границі витривалості та її розсіювання визначаються 
з таких рівнянь [6]:
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де ni – кількість випробуваних об’єктів, що зруйнувалися на i-тому рівні напру-
ження (рівняння (1) і (2) отримані для випадку, коли число зруйнованих об’єктів 
менше за кількість незруйнованих);  { }
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=  – нормована нормально розпо- 
ділена величина; σi  – рівень напружень, за якого проведено випробування;  
Pi = 1 – qi  – імовірність руйнування на i-тому рівні напружень.
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Рис. 2. Схема випробувань за методом ступінчастої зміни навантаження 
«угору – униз»

Оскільки розв’язання рівнянь (1) і (2) становить складність, використовують 
лінійну апроксимацію цих рівнянь, яка справедлива за значень { }RDd σ2<  (тут 
d – інтервал між рівнями напружень).

Отже, спрощені рішення для оцінки середніх значень границі витривалості 
σR  та її стандартного відхилення SσR

 подають у вигляді [6]:
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де σ0  – найнижчий рівень напружень; p – кількість рівнів напружень; i– поряд-
ковий номер рівня напружень; ni – кількість об’єктів, що зруйнувалися (не зруй-
нувалися) на і-тому рівні напружень; N 
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 – найменша кількість із загальної 
кількості зруйнованих і із загальної кількості об’єктів, що не зруйнувалися.

Знак «+» у формулі (3) ставиться в разі, коли кількість руйнувань перевищує 
кількість неруйнувань і навпаки.

Перед використанням рівняння (4) перевіряють дотримання умови 
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. За недотримання цієї умови формула (4) призводить  

до значних похибок оцінки величини SσR  
[6].

Розглянутий метод натепер є основним методом визначення границі витрива-
лості та її розсіювання, тому оцінка його точності становить інтерес із погляду 
вдосконалення розрахункових методик.
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Метою статті є дослідження точності методу визначення границі витривалості 
та її розсіювання за різних варіантів планування випробувань.

Виклад основного матеріалу. Як було зазначено вище, лінійна апроксимація 
рівнянь (1) і (2) може призвести до втрати точності під час оцінювання серед-
ньоймовірного значення границі витривалості та її середньоквадратичного від-
хилення. Похибки цих величин визначають зіставленням розрахунків за фор-
мулами (1) і (2) з розрахунками за формулами (3) та (4). Цю похибку не можна 
вважати повною, оскільки вона не враховує похибки, пов’язані з режимами прове-
дення експерименту. Зокрема, режими проведення випробувань можуть залежати 
від вибору початкового рівня напруження та перепаду напружень між рівнями. 
Для оцінки впливу цих чинників скористаємося моделюванням втомних випробу-
вань деяких абстрактних об’єктів у кількості 30 штук, середньоймовірна границя 
витривалості яких дорівнює 200 МПа. Задаємо також величину середньоквадра-
тичного відхиленням границі витривалості, що дорівнює 15 МПа. За допомогою 
методу генерування випадкових чисел у програмному полі MS Exel розрахуємо 
нормально розподілені значення границі витривалості щодо його середньої вели-
чини, які представимо у вигляді варіаційного ряду (табл. 1).

Таблиця 1
Розрахункові значення границь витривалості σR, розподілені відповідно  

до нормального закону

Номер п/п Границя витривалості 
σR, МПа

Номер  
п/п

Границя витривалості
σR, МПа

1 169,35 16 198,99

2 170,78 17 200,26

3 173,45 18 200,48

4 177,39 19 200,64

5 177,48 20 202,71

6 177,67 21 204,39

7 187,18 22 204,95

8 188,69 23 205,44

9 189,29 24 206,32

10 189,76 25 208,98

11 190,00 26 209,70

12 190,16 27 210,36

13 192,17 28 220,84

14 192,76 29 225,98

15 196,28 30 227,68

Середнє значення σR , МПа 196,34
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Для оцінки впливу режимів проведення випробувань приймемо значення пере-
паду між рівнями напружень d = 2,5; 5,0; 7,5 та 10,0 МПа. Значення початкових 
рівнів напружень приймемо дискретними з урахуванням розсіювання границі 
витривалості в діапазоні 170–230 МПа (через кожні 10 МПа). Результати розра-
хунку представлені в табл. 2.

Таблиця 2
Результати розрахунку границь витривалості σR та їх середньоквадратичних 

відхилень SσR
 
 
за різних значень d  і σ0 

№ σ0,  
МПа

d = 2,5 МПа d = 5 МПа d = 7,5 МПа d = 10 МПа
σR, 

МПа
SσR

, 
МПа

σR, 
МПа

SσR
, 

МПа
σR, 

МПа
SσR

, 
МПа

σR, 
МПа

SσR
, 

МПа
1 170 192,81 12,98 191,59 21,59 196,25 13,82 195,00 19,47
2 180 191,25 18,51 192,50 11,92 192,40 4,97 195,77 8,16
3 190 191,46 11,67 192,88 9,06 194,82 13,29 195,71 14,49
4 200 196,25 4,51 194,29 9,72 197,86 5,16 197,14 6,89
5 210 200,36 12,96 201,17 5,67 196,75 8,50 199,00 14,22
6 220 201,88 31,69 201,79 13,49 203,39 14,28 202,33 11,34
7 230 199,75 10,57 200,19 3,02 200,54 4,36 197,14 13,83

Середні знач. 196,25 14,70 196,34 10,64 197,43 9,20 197,44 12,63

Для наочності й аналізу отриманих даних представимо результати розрахунку 
у вигляді графіків (рис. 2 і 3).

Якщо перепад між рівнями напружень прийняти фіксованим, то результати роз-
рахунку, наведені в табл. 2, можна подати у вигляді залежностей σR і SσR 

від вибору 
початкового рівня навантаження (рис. 5, 6).

Рис. 3. Залежність границі витривалості σR від інтервалу напружень  
між рівнями d за фіксованих значень початкового рівня σ0  (1 – σ0 =170 МПа; 2 – σ0 =180 МПа; 3 – σ0 =190 МПа; 4 – σ0 =200 МПа;

5 – σ0 =210 МПа; 6 – σ0 =220 МПа; 7 – σ0 = 230 МПа)
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Рис. 4. Залежність середньоквадратичного відхилення SσR
 
 
від інтервалу 

напружень між рівнями d за фіксованих значень початкового рівня σ0 
(1 – σ0 =170 МПа; 2 – σ0 =180 МПа; 3 – σ0 =190 МПа;

4 – σ0 =200 МПа; 5 – σ0 =210 МПа; 6 – σ0 =220 МПа; 7 – σ0 = 230 МПа)

Рис. 5.Залежність границі витривалості σ
R
 від початкового рівня σ0  

за фіксованих значень перепаду напружень d 
(1 – d =2,5 МПа; 2 – d =5 МПа; 3 – d =7,5 МПа; 4 – d = 10 МПа)

Рис. 6. Залежність середньоквадратичного відхилення SσR
 
  від початкового рівня σ0 за фіксованих значень перепаду напружень d  

(1 – d =2,5 МПа; 2 – d =5 МПа; 3 – d =7,5 МПа; 4 – d = 10 МПа)
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Похибки оцінки границі витривалості SσR
 та середньоквадратичного відхилення 

δS розрахуємо щодо середніх значень σR =196,34 МПа та SσR
 = 15 МПа (табл. 3).

Таблиця 3
Розрахункові значення σR, SσR

, їх похибок δσR
 і δS

σ0, МПа σR, МПа δσR
, % SσR

, МПа δS,%

d = 2,5 МПа
170,00 192,81 −1,80 12,98 −13,45
180,00 191,25 −2,59 18,51 23,42
190,00 191,46 −2,49 11,67 −22,22
200,00 196,25 −0,05 4,51 −69,93
210,00 200,36 2,05 12,96 −13,58
220,00 201,88 2,82 31,69 111,28
230,00 199,75 1,74 10,57 −29,50

Середні значення 196,25 −0,05 14,70 −2,00
d = 5 МПа

170,00 191,59 −2,42 21,59 43,92
180,00 192,50 −1,96 11,92 −20,57
190,00 192,88 −1,76 9,06 −39,58
200,00 194,29 −1,05 9,72 −35,17
210,00 201,17 2,46 5,67 −62,21
220,00 201,79 2,77 13,49 −10,10
230,00 200,19 1,96 3,02 −79,84

Середні значення 196,34 0,00 10,64 −29,08
d = 7,5 МПа

170,00 196,25 −0,05 13,82 −7,85
180,00 192,40 −2,00 4,97 −66,88
190,00 194,82 −0,77 13,29 −11,43
200,00 197,86 0,77 5,16 −65,57
210,00 196,75 0,21 8,50 −43,31
220,00 203,39 3,59 14,28 −4,82
230,00 200,54 2,14 4,36 −70,94

Середні значення 197,43 0,56 9,20 −38,69
d = 10,0 МПа

170,00 195,00 −0,68 19,47 29,79
180,00 195,77 −0,29 8,16 −45,62
190,00 195,71 −0,32 14,49 −3,40
200,00 197,14 0,41 6,89 −54,09
210,00 199,00 1,35 14,22 −5,21
220,00 202,33 3,05 11,34 −24,41
230,00 197,14 0,41 13,83 −7,81

Середні значення 197,44 0,56 12,63 −15,82

Залежність похибок δσR
  і δS від початкового напруження σ0 та перепаду між 

рівнями напружень d представлено на графіках (рис. 7–10).
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Рис. 7. Залежність похибки границі витривалості δσR
 від перепаду  

напружень d за фіксованих значень початкового рівня σ0 (1 – σ0 =170 МПа; 2 – σ0 =180 МПа; 3 – σ0 =190 МПа; 4 – σ0 =200 МПа; 
5 – σ0 =210 МПа; 6 – σ0=220 МПа; 7 – σ0 = 230 МПа)

Рис. 8. Залежність похибки середньоквадратичного відхилення границі 
витривалості δS  від перепаду напружень d за фіксованих значень  

початкового рівня σ0 (1 – σ0 =170 МПа; 2 – σ0 =180 МПа; 3 – σ0 =190 МПа;
4 – σ0 =200 МПа; 5 – σ0 =210 МПа; 6 – σ0 =220 МПа; 7 – σ0 = 230 МПа)

Рис. 9. Залежність похибки границі витривалості δσR
  

від початкового рівня навантаження σ0 за фіксованих значень d
(1 – d =2,5 МПа; 2 – d =5 МПа; 3 – d =7,5 МПа; 4 – d = 10 МПа)
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Рис. 10. Залежність похибки середньоквадратичного відхилення  
границі витривалості δS від початкового рівня навантаження σ0 за фіксованих 

значень d (1 – d =2,5 МПа; 2 – d =5 МПа; 3 – d =7,5 МПа; 4 – d = 10 МПа)

Висновки
1. Середньоймовірні значення границь витривалості та їх середньоквадратичні 

відхилення, визначені за формулами (3) та (4), залежать як від початкового рівня 
навантаження, так і від перепаду напружень між рівнями.

2. Мінімальні значення похибок δσR мають місце в разі, коли початкове напру-
ження близьке до очікуваної границі витривалості, а перепад напружень d міні-
мальний.

3. Похибки середньоквадратичного відхилення границі витривалості δ зміню-
ються у границях, причому їх залежність від перепаду напружень і початкового 
рівня має стохастичний характер.
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